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RÉSUMÉ. – Pour un domaine convexe borné D d’un espace de Banach réflexif E,
j’étudie les relations entre les propositions suivantes :
(a) D est un domaine borné strictement convexe ;
(b) pour tout a ∈D, pour tout r > 0, la boule Bc(a, r) pour la distance de Carathéodory
cD est strictement convexe ;
(c) pour tout a ∈D, pour tout b ∈D, les géodésiques complexes passant par a et b sont
uniques (à composition par un automorphisme analytique de ∆ près).
Je montre en particulier dans cet article que (a) implique (b) et que (b) implique (c). Je
montre aussi que les réciproques sont fausses.  2001 Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS
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ABSTRACT. – In this paper, for a bounded convex domain D in a complex reflexive
Banach space, I study the relationship between the following propositions:
(a) D is a bounded strictly convex domain;
(b) for every a ∈ D, for every r > 0, the ball Bc(a, r) for the Carathéodory distance
cD is strictly convex;
(c) for every a and b in D, the complex geodesics ϕ :∆→D such that a and b belong
to ϕ(∆) are unique.
I prove that (a) ⇒ (b) ⇒ (c). I also prove that the converses are wrong.  2001 Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS
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1. Introduction
Soit D un domaine borné de Cn. D’après un résultat de L. Lempert [10]
et de H. Royden et P. Wong [12] (voir aussi les livres de M. Jarnicki
et P. Pflug [8] et de S. Kobayashi [9]), on sait que les distances de
Carathéodory et de Kobayashi coïncident sur D. Ce résultat montre
en particulier qu’étant donnés deux points a et b de D, il existe au
moins une géodésique complexe ϕ du disque-unité ∆ à valeurs dans
D telle que a et b appartiennent à l’image ϕ(∆) de ϕ. L’existence de
géodésiques complexes dans un domaine borné s’est montré très utile
dans un certain nombre de problèmes : caractérisation des isomorphismes
analytiques d’un domaine borné (J.-P. Vigué [15], S. Dineen, R. Timoney
et J.-P. Vigué [3]), étude des points fixes d’une application holomorphe
(J.-P. Vigué [16]).
D’autre part, si on considère une géodésique complexe ϕ de D, il
est clair que la composée de ϕ avec un automorphisme analytique du
disque-unité ∆ est encore une géodésique complexe de D. On peut
alors se poser la question de l’unicité (à automorphisme de ∆ près) des
géodésiques complexes de D dont l’image contient deux points donnés.
Cette unicité a été utilisée par exemple dans l’article de I. Graham [7] sur
la caractérisation des isomorphismes analytiques sur un domaine borné
strictement convexe. Cette unicité qui a d’abord été démontrée dans le
cas d’un domaine borné strictement convexe à frontière suffisamment
régulière (L. Lempert [10]) est aussi vraie dans le cas d’un domaine
borné strictement convexe deCn ou même d’un espace de Banach réflexif
(voir S. Dineen [2, p. 93]). Le but de notre travail est d’étudier, pour un
domaine convexe borné D d’un espace de Banach réflexif E, les relations
entre les propositions suivantes :
(a) D est un domaine borné strictement convexe ;
(b) pour tout a ∈D, pour tout r > 0, la boule Bc(a, r) pour la distance
de Carathéodory cD est strictement convexe ;
(c) pour tout a ∈ D, pour tout b ∈ D, les géodésiques complexes
passant par a et b sont uniques (à composition par un automorphisme
analytique de ∆ près).
Nous allons montrer en particulier dans cet article que (a) implique (b)
et que (b) implique (c). Nous montrerons aussi que les réciproques sont
fausses.
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D’autre part, dans le cas d’une boule-unité B ouverte d’un espace de
Banach complexe, on connaît (d’après E. Vesentini [13,14] et G. Gen-
tili [5,6]) des résultats d’existence et d’unicité des géodésiques complexes
passant par l’origine et un autre point de la boule sous la condition que les
points de la frontière de B soient des points complexe-extrémaux de B .
Dans le cas d’un domaine convexe borné d’un espace de Banach, nous
généraliserons, dans une certaine mesure, ces résultats.
Nous allons commencer par un certain nombre de définitions et rappels
concernant les métriques et distances invariantes et les géodésiques
complexes.
2. Définitions et rappels
La distance de Carathéodory cD sur un domaine borné D d’un espace
de Banach complexe E est définie par la formule
cD(x, y)= sup
f∈H(D,∆)
ω
(
f (x), f (y)
)
,
où H(D,∆) désigne l’ensemble des applications holomorphes de D dans
le disque-unité ∆, et ω est la distance de Poincaré sur ∆.
De manière duale, on définit la fonction de Kobayashi δD par la
formule
δD(x, y)= inf
f∈H(∆,D)ω(α,β),
où α et β ∈ ∆ sont tels que f (α) = x et f (β) = y. On définit alors la
distance de Kobayashi kD comme la plus grande distance inférieure ou
égale à δD .
Il nous faut aussi définir les pseudométriques infinitésimales associées.
La pseudométrique infinitésimale de Carathéodory ED est définie par
ED(x, v)= sup
f∈H(D,∆)
|Df (x).v| (x ∈D,v ∈E).
La pseudométrique infinitésimale de Kobayashi FD est définie de ma-
nière duale :
FD(x, v)= inf{|λ| | ∃ϕ ∈H(∆,D) tel que ϕ(0)= x et λDϕ(0)= v}.
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Sur toutes ces notions, le lecteur intéressé pourra consulter S. Di-
neen [2], T. Franzoni and E. Vesentini [4], M. Jarnicki and P. Pflug [8],
S. Kobayashi [9].
Rappelons maintenant la définition des géodésiques complexes (voir
par exemple E. Vesentini [13,14]).
DÉFINITION 1. – Soit D un domaine borné d’un espace de Banach
complexe E et soit ϕ :∆→D une application holomorphe. On dit que ϕ
est une géodésique complexe de D si ϕ est une isométrie pour c∆ = ω et
cD , c’est-à-dire, si pour tous ζ , η ∈∆,
cD
(
ϕ(ζ ), ϕ(η)
)= c∆(ζ, η)= ω(ζ, η).
En particulier, si ϕ est une géodésique complexe de D, ϕ est une
application holomorphe propre de ∆ dans D, et son image ϕ(∆) est
une sous-variété complexe fermée de D, analytiquement isomorphe au
disque-unité ∆.
E. Vesentini [13,14] a donné la caractérisation suivante des géodé-
siques complexes de D.
THÉORÈME 2. – Soit ϕ :∆ → D une application holomorphe. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ϕ est une géodésique complexe de D ;
(ii) il existe deux points distincts ζ et η de ∆ tels que
cD
(
ϕ(ζ ), ϕ(η)
)= c∆(ζ, η)= ω(ζ, η) ;
(iii) il existe ζ ∈∆ et v ∈C (v = 0) tels que
ED
(
ϕ(ζ ),Dϕ(ζ ).v
)=E∆(ζ, v)= |v|1− |ζ |2 .
Idée de la démonstration. – Il est clair que (i) entraîne (ii). Montrons
que (ii) entraîne (i) et (iii).
Deux points a et b de D étant donnés, on commence par montrer, en
utilisant le théorème de Montel, qu’il existe une fonction holomorphe
f :D→∆ telle que
cD(a, b)= ω(f (a), f (b)).
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Appliquons ce résultat aux points ϕ(ζ ) et ϕ(η), où ζ et η sont deux
points de ∆ tels que cD(ϕ(ζ ), ϕ(η))= c∆(ζ, η)= ω(ζ, η). Il existe donc
f :∆→D telle que
c∆
(
f (ϕ(ζ )
)
, f
(
ϕ(η)
))= c∆(ζ, η).
Quitte à composer f avec un automorphisme analytique de ∆, on peut
supposer que
f
(
ϕ(ζ )
)= ζ, f (ϕ(η))= η.
Le lemme de Schwarz–Pick (voir par exemple S. Dineen [2]) montre que
f ◦ ϕ = id.
On a alors, pour tous ξ1, ξ2 ∈∆,
c∆(ξ1, ξ2)= c∆(f (ϕ(ξ1)), f (ϕ(ξ2))) cD(ϕ(ξ1), ϕ(ξ2)) c∆(ξ1, ξ2),
ce qui montre que toutes ces inégalités sont bien des égalités. Ainsi, ϕ
est une géodésique complexe de D. Le même raisonnement appliqué
aux métriques infinitésimales de Carathéodory E∆ et ED montre que (ii)
entraîne (iii). La démonstration que (iii) entraîne (i) est similaire et laissée
en exercice au lecteur.
D’autre part, on déduit des résultats de L. Lempert [10] et de
H. Royden et P. Wong [12] sur l’égalité de cD et δD et de ED et FD dans
un domaine convexe borné l’existence de géodésiques complexes dans
un tel domaine. Précisément (voir [3]), étant donné un domaine convexe
borné D d’un espace de Banach réflexif E et étant donnés deux points a
et b de D (resp. un point a de D et un vecteur v de E), il existe au moins
une géodésique complexe ϕ telle que a et b appartiennent à l’image ϕ(∆)
de ϕ (resp. a = ϕ(0) et que v soit colinéaire à ϕ′(0)).
Enfin, je dirai que ϕ est (à un automorphisme analytique de ∆ près)
l’unique géodésique complexe passant par a et b (resp. passant par a et
telle que v soit tangent à ϕ(∆)) si, pour toute géodésique complexe ψ
vérifiant la même propriété, il existe un automorphisme analytique f de
∆ tel que ϕ =ψ◦f .
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3. Enoncé des principaux résultats et lemme fondamental
Soit D un domaine convexe borné d’un espace de Banach réflexif E
et soit a un point de D. Rappelons qu’un domaine D est dit strictement
convexe si tout point de la frontière de D est un point extrémal de D.
Il revient au même de dire que la frontière ∂D de D ne contient aucun
segment [a, b] avec a = b.
Considérons les différentes propriétés suivantes :
(i) D est un domaine borné strictement convexe ;
(ii) pour tout r > 0, la boule Bc(a, r) pour la distance de Carathéo-
dory cD est strictement convexe ;
(iii) il existe r > 0 tel que la boule Bc(a, r) soit strictement convexe ;
(iv) l’indicatrice Ia = {v ∈E |ED(a, v) < 1} est strictement convexe ;
(v) les géodésiques complexes passant par a et un autre point b (resp.
passant par a et tangentes à un vecteur v non nul) sont uniques (à
un changement de paramètre près) au sens de la définition donnée
au paragraphe 2.
Nous avons alors les résultats suivants.
THÉORÈME 3. – Soit D un domaine borné d’un espace de Banach
réflexif E.
(a) La proposition (i) entraîne, pour tout a ∈D, (ii), (iii), (iv) et (v).
(b) Etant un point a de D, les propositions (ii) et (iii) sont équiva-
lentes.
(c) Etant donné un point a de D, les propositions (ii) ou (iii)
entraînent (iv) et (v).
La démonstration de ce théorème utilise de façon fondamentale le
lemme suivant.
LEMME 4. – Soit D un domaine borné convexe d’un espace de
Banach réflexif E. Soit a ∈D, soit r > 0 et soit
Bc(a, r)= {z ∈D | cD(a, z) < r}
la boule de centre a et de rayon r pour la distance de Carathéodory cD .
Soit ρ = th r et soit ϕ :∆ → D une géodésique complexe de D telle
que ϕ(0)= a. Alors, l’application holomorphe ψ :∆→ Bc(a, r) définie
par ψ(ζ ) = ϕ(ρζ ) est une géodésique complexe de Bc(a, r). On en
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déduit que, pour tout z ∈ Bc(a, r),
cBc(a,r)(a, z)= th−1
(
(1/ρ)th cD(a, z)
)
.
De plus, Bc(a, r) est convexe.
Démonstration. – En utilisant le théorème de Montel, on montre
facilement que, si ϕ :∆→D est une géodésique complexe de D, il existe
une application holomorphe s :D →∆ telle que s ◦ ϕ(z)= z, pour tout
z ∈∆. D’autre part, comme ϕ est une isométrie pour cD et c∆, il est clair
que ψ(∆) est contenu dans Bc(a, r). Si on définit t :Bc(a, r)→∆ par la
formule t (z) = (1/ρ)s(ρz), on vérifie que t (Bc(a, r)) est contenu dans
∆ et on a :
t ◦ψ(ζ )= (1/ρ)(ϕ(ρζ ))= (1/ρ)ρζ = ζ.
Ainsi donc, ψ est une géodésique complexe de Bc(a, r), et on en déduit
les formules annoncées.
Montrons maintenant que Bc(a, r) est convexe. Soient b et c deux
points de Bc(a, r). Soit t ∈ [0,1]. Montrons que d = tb + (1 − t)c
appartient à Bc(a, r). Soit ϕ1 :∆ → D une géodésique complexe telle
que ϕ1(0)= a, ϕ1(ζ1)= b avec |ζ1|< ρ. De même, soit ϕ2 :∆→D une
géodésique complexe telle que ϕ2(0) = a, ϕ2(ζ2)= c avec |ζ2|< ρ. Par
un choix convenable de ϕ1 et ϕ2, et quitte à échanger b et c, on peut
supposer que 0 ζ1  ζ2 < ρ. Considérons l’application holomorphe ϕ
définie sur ∆ par
ϕ(ζ )= tϕ1
(
ζ1
ζ2
ζ
)
+ (1− t)ϕ2(ζ ).
Comme D est convexe, ϕ est une application holomorphe de ∆ dans D,
et ϕ(ζ2)= tb+ (1 − t)c. Comme |ζ2|< ρ et que ϕ est contractante pour
la distance de Carathéodory, on en déduit que tb+ (1− t)c ∈ Bc(a, r) et
Bc(a, r) est convexe. ✷
4. Démonstration du théorème 3.1
Pour montrer le théorème 3.1, il suffit de montrer les propositions
suivantes :
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(a) (i) entraîne (ii). Montrons que, si D est un domaine strictement
convexe borné, Bc(a, r) est strictement convexe. Soit donc [x, y] un
segment contenu dans la frontière de Bc(a, r) et nous voulons montrer
que x = y. Soit ρ = th r , et soit ϕ1 :∆→ D une géodésique complexe
telle que ϕ1(0) = a, ϕ1(ρ) = x. De même, soit ϕ2 :∆ → D une
géodésique complexe telle que ϕ2(0) = a, ϕ2(ρ) = y. Pour tout t ∈
[0,1], l’application ψt = tϕ1 + (1 − t)ϕ2 est telle que ψt(0) = a,
ψt(ρ) = tx + (1 − t)y. Ainsi donc, cD(ψt(0),ψt(ρ)) = c∆(0, ρ), et ψt
est une géodésique complexe de D. Comme ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions
holomorphes bornées et que E est un espace de Banach réflexif, on sait
(voir par exemple S. Dineen [3]) qu’elles admettent presque partout des
valeurs au bord ϕ∗1 (eiθ ) et ϕ∗2(eiθ ) qui appartiennent à la frontière ∂D
de D. Comme ψt est une géodésique complexe, c’est une application
holomorphe propre et ses valeurs au bord ψ∗t (eiθ ) = tϕ∗1 (eiθ ) + (1 −
t)ϕ∗2 (eiθ ) appartiennent à la frontière de D. Comme D est strictement
convexe, on a, presque partout ϕ∗1 (eiθ ) = ϕ∗2 (eiθ ). On en déduit que
ϕ1 = ϕ2, ce qui entraîne que x = y . Le résultat est démontré.
(b) (i) entraîne (v) est démontré par S. Dineen [2, proposition 6.16,
p. 93].
(c) (ii) entraîne (iii) est clair.
(d) (iii) entraîne (ii). On suppose que, pour un certain r > 0, la boule
Bc(a, r) est strictement convexe, et il nous faut montrer que, pour tout r ′,
la boule Bc(a, r ′) est strictement convexe. Distinguons deux cas :
– r ′ < r . D’après le lemme 3.2, il existe un nombre réel ρ > 0 tel que
Bc(a, r
′) soit égal à
{
z ∈ Bc(a, r) | cBc(a,r)(a, z) < ρ
}
.
Comme Bc(a, r) est strictement convexe, on déduit de (i) ⇒ (ii) que
Bc(a, r
′) est strictement convexe.
– r ′ > r . Soit [x, y] un segment contenu dans la frontière de Bc(a, r ′).
On peut choisir deux géodésiques complexes ϕ1 et ϕ2 de D telles qu’il
existe un nombre réel ζ > 0 tel que
ϕ1(0)= a, ϕ1(ζ )= x ;
ϕ2(0)= a, ϕ2(ζ )= y.
Pour tout t ∈ [0,1], tϕ1(ζ ) + (1 − t)ϕ2(ζ ) appartient à la frontière
∂Bc(a, r
′) de Bc(a, r ′), ce qui entraîne que tϕ1 + (1 − t)ϕ2 est une
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géodésique complexe de D. On remarque alors que, pour tout η tel
que ω(0, η) = r , cD(a, tϕ1(η) + (1 − t)ϕ2(η)) = r , ce qui montre que
tϕ1(η)+ (1− t)ϕ2(η) est contenu dans la frontière ∂Bc(a, r) de Bc(a, r).
Comme Bc(a, r) est strictement convexe, ceci entraîne que, pour tout η
tel que ω(0, η)= r , on a : ϕ1(η)= ϕ2(η). D’après le théorème des zéros
isolés, ϕ1 = ϕ2, et le résultat est démontré.
(e) (ii) ou (iii) entraînent (iv). Pour cela, montrons que, si l’indica-
trice Ia n’est pas strictement convexe, alors la boule Bc(a, r) n’est pas
strictement convexe.
Soit [v,w] un segment contenu dans la frontière de Ia . On sait qu’il
existe une géodésique complexe ϕ1 (resp. ϕ2) telle que ϕ1(0) = a,
ϕ′1(0)= v (resp. ϕ2(0)= a, ϕ′2(0)= w). On déduit du théorème 2.2 que,
pour tout t ∈ [0,1], tϕ1 + (1 − t)ϕ2 est une géodésique complexe de D.
Comme précedemment, on déduit du principe des zéros isolés qu’il existe
ζ ∈ ∆ tel que ω(0, ζ ) = r et que ϕ1(ζ ) = ϕ2(ζ ). Alors l’ensemble des
tϕ1(ζ )+ (1 − t)ϕ2(ζ ) est contenu dans ∂Bc(a, r). Ainsi, Bc(a, r) n’est
pas strictement convexe et le résultat est démontré.
(f) (ii) entraîne (v).
Soit b un point distinct de a, et soit ρ = cD(a, b). Choisissons r > ρ.
Comme Bc(a, r) est strictement convexe, on sait d’après le point (b) que
les géodésiques complexes dans Bc(a, r) sont uniques au sens que nous
avons dit. D’autre part, nous avons vu que les géodésiques complexes
de D passant par a fournissent par restriction et reparamétrisation des
géodésiques complexes de Bc(a, r). L’unicité s’en déduit.
Dans le cas où on considère un vecteur v tel que ED(a, v) = 1, le
même raisonnement montre qu’il existe une géodésique complexe unique
ϕ :∆→D telle que ϕ(0)= a, ϕ′(0)= v.
5. Remarques et questions
Rappelons la définition suivante. Soit D un domaine borné d’un espace
de Banach E. On dit qu’un point x appartenant à la frontière ∂D de D
est un point complexe-extrémal de D si 0 est le seul vecteur y tel que
x + ζy appartienne à D, pour tout ζ ∈ C tel que |ζ | < 1. On a alors le
résultat suivant (voir E. Vesentini [13,14] pour la proposition directe et
G. Gentili [5,6] pour la réciproque).
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THÉORÈME 5. – Soit B la boule-unité d’un espace de Banach com-
plexe E. Soit x = 0 dans E et soit ϕ :∆→ B l’application holomorphe
définie par
ϕ(ζ )= ζ x‖x‖ .
Alors ϕ est une géodésique complexe de D. De plus, étant donné un
point a différent de l’origine appartenant à ϕ(∆), ϕ est, à un changement
de paramètre près, l’unique géodésique complexe passant par a et 0 si et
seulement si x‖x‖ est un point complexe-extrémal de B .
Dans le cas de la boule-unité ouverte B d’un espace de Banach
complexe E, on sait que cB(0, x) = ω(0,‖x‖) et que EB(0, v) = ‖v‖.
D’autre part, il est possible que tous les points de la frontière de B
soient complexe-extrémaux sans que B soit strictement convexe. On a
cependant un résultat d’unicité des géodésiques complexes passant par
l’origine. Ceci prouve que (v) n’entraîne aucune des propositions (i), (ii),
(iii) ou (iv) lorsque l’on prend pour a l’origine 0 de E.
Considérons maintenant un domaine convexe borné D de C. Il est
clair que D est simplement connexe ; il existe donc un isomorphisme
analytique ϕ du disque-unité ∆ sur D. Supposons que la frontière
de D contienne un segment de droite. Alors D n’est pas strictement
convexe. Cependant, l’indicatrice Ia est strictement convexe. On peut
montrer aussi que, pour tout a ∈ D, la boule Bc(a, r) est strictement
convexe. En effet, c’est l’image par ϕ d’un disque contenu dans ∆.
En particulier, sa frontière est l’image par ϕ (qui est analytique) d’un
sous-ensemble analytique réel de ∆. C’est donc un sous-ensemble
analytique réel de D, et il est clair qu’un sous-ensemble analytique
réel de D ne peut pas contenir de segment de droite. Ceci prouve
qu’aucune des conditions (ii), (iii) ou (iv) n’entraîne (i). Signalons
qu’il est également possible de construire, à partir de cet exemple, des
exemples en dimension strictement supérieure à 1.
D’autre part, je ne sais pas si (iv) entraîne (ii) et (iii). En effet, si on
suppose que Bc(a, r) n’est pas strictement convexe, on peut trouver un
segment [x, y] contenu dans la frontière de Bc(a, r). On peut choisir deux
géodésiques complexes ϕ1 et ϕ2 de D telles qu’il existe un nombre réel
ζ > 0 tel que ϕ1(0) = a, ϕ1(ζ ) = x et que ϕ2(0) = a, ϕ2(ζ ) = y. Pour
tout t ∈ [0,1], tϕ1(ζ )+ (1− t)ϕ2(ζ ) appartient à la frontière ∂Bc(a, r) de
Bc(a, r), ce qui entraîne que tϕ1+(1− t)ϕ2 est une géodésique complexe
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de D. Cependant, il demeure possible que ϕ′1(0) = ϕ′2(0), et on ne peut
pas en déduire que Ia n’est pas strictement convexe.
De même, je ne sais pas si (iv) entraîne (v).
6. Unicité des géodésiques complexes et points complexe-extrémaux
A partir des idées introduites par E. Vesentini [13,14] et G. Gentili [5,
6], il semble raisonnable d’examiner aussi les rapports entre l’unicité
des géodésiques complexes dans un domaine D et les points complexe-
extrémaux sur la frontière de D. Rappelons d’abord qu’une partie A d’un
espace vectoriel complexe est dite disquée si, pour tout x ∈ A, pour
tout nombre complexe λ de module  1, λx appartient à A. Comme
G. Gentili, on donne la définition suivante.
PROPOSITION ET DÉFINITION 6.1. – Soit D un domaine convexe
borné d’un espace de Banach complexe E. Pour tout y ∈ ∂D, il existe
un plus grand sous-ensemble convexe disqué P(y) contenu dans E tel
que y +P(y) soit contenu dans D.
Démonstration. – Soit (Ki)i∈I une famille de sous-ensembles convexes
disqués de E tels que, pour tout i ∈ I , y+Ki soit contenu dans D. Il suf-
fit de montrer que l’enveloppe convexe co(
⋃
Ki) de la réunion des Ki
est encore un sous-ensemble convexe disqué tel que y + co(⋃Ki) soit
contenu dans D.
Soit z ∈ co(⋃Ki). Il existe alors une famille de nombres réels positifs
λi , avec λi = 0 sauf pour un nombre fini d’indices telle que ∑λi = 1 et
z=∑λixi , avec xi ∈Ki .
On a alors : y + z=∑λi(y + xi), et comme y + xi ∈D et que D est
convexe, on en déduit que y + z ∈D.
Il reste à montrer que co(
⋃
Ki) est disqué. C’est une conséquence
immédiate du fait que chacun des Ki l’est.
On peut alors montrer le théorème suivant qui donne une condition
nécessaire d’unicité des géodésiques complexes.
THÉORÈME 2. – Soit D un domaine borné convexe d’un espace
de Banach complexe E. Soit ϕ :∆ → D une application continue,
holomorphe dans ∆. Supposons que ϕ|∆ soit une géodésique complexe
de D et vérifie l’une des deux conditions suivantes :
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(i) ϕ est l’unique géodésique complexe de D telle que ϕ(0) =
a,ϕ′(0)= v ;
(ii) Etant donnés deux points distincts a et b appartenant à ϕ(∆),
il existe (à un changement de paramètre près) une unique
géodésique complexe passant par a et par b.
Alors,
⋂
ζ∈∂∆P(ϕ(ζ ))= {0}.
Démonstration. – Faisons la démonstration par l’absurde. Supposons
donc que ⋂
ζ∈∂∆
P(ϕ(ζ )) = {0}.
On peut trouver un vecteur w( = 0) tel que ∆w soit contenu dans
cette intersection. Soit h :∆ → ∆w une application continue dans ∆,
holomorphe dans ∆, et supposons que h ait au moins deux zéros (comptés
avec multiplicités) dans ∆. Considérons l’application holomorphe ϕ+h.
Montrons d’abord que (ϕ + h)(∆) est contenu dans D. Comme D est
convexe, on déduit facilement du théorème de Hahn–Banach qu’il existe
une famille de formes C-linéaires continues σi et un point c de D tels que
D = {z ∈E | Reσi(z− c) 1, ∀i ∈ I}.
On déduit alors du principe du maximum que
D = {z ∈E | Reσi(z− c) < 1, ∀i ∈ I}.
Pour tout ζ de module 1, l’hypothèse entraîne que (ϕ + h)(ζ ) appartient
à D. Ainsi donc, on a :
Reσi
(
(ϕ + h)(ζ )− c) 1, ∀i ∈ I.
Si on considère ζ ∈ ∆, le principe du maximum montre que l’on a la
même inégalité. Comme h s’annule, on sait qu’il existe au moins un
ζ0 ∈∆ tel que
Reσi
(
(ϕ + h)(ζ0)− c)< 1, ∀i ∈ I.
Le principe du maximum entraîne que, pour tout ζ ∈∆, pour tout i ∈ I ,
Reσi
(
(ϕ + h)(ζ )− c)< 1.
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Par suite, ϕ + h envoie ∆ dans D.
On déduit immédiatement du fait que h a deux zéros (ou un zéro
double) que ϕ + h est une géodésique complexe de D. La non-unicité
des géodésiques complexes s’en déduit. ✷
Contrairement au cas des domaines convexes disqués bornés traité
par G. Gentili, je ne sais pas montrer que la condition donnée dans le
théorème précédent est aussi suffisante. Peut-être, faudrait-il étudier des
exemples.
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